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数の臨界点として定義され, テンション場が 0になるという Euler–Lagrange方程式により
特徴づけられる. 例として, 定値写像や調和関数, 測地線や極小部分多様体などが挙げられ
る. 調和写像を一般化した概念として二重調和写像がある. 二重調和写像は, テンション場
のノルムの 2乗の積分で定義される二重エネルギー汎関数の臨界点として定義され, 調和写
像と同様に, 二重テンション場が 0になるという偏微分方程式で特徴づけられる. ここで定
義と特徴づけより, 調和写像は二重調和写像であることがわかる. 二重調和写像に関する研
究として, 存在/非存在定理や非自明な例の構成や分類に関する多くの結果が得られている.












3章では, 部分多様体に関する積分不変量の定義について解説する. Howardにより, 等質
空間のコンパクト部分多様体の第二基本形式の不変多項式から定まる積分不変量が定式化さ




4章では, 写像の第二基本形式に関する積分不変量の定義をする. これは 3章で説明する
部分多様体の第二基本形式に関する積分不変量の定義の拡張に当たる. この定義に従い, 2
次の不変斉次多項式Q1とQ2を考える. Q1は第二基本形式のノルムの 2乗, Q2は平均曲率
の 2乗で定義されている. ここで, Q2を元にした積分不変量が二重エネルギー汎関数と一致
することをみる.
5章では, 二重エネルギー汎関数の変分, つまり二重調和写像の第一変分公式を計算した






積分不変量Q1の Euler–Lagrange方程式を得ることができる. この Euler–Lagrange方程式
を満たす写像をQ1写像とよぶことにする. ここで, 非自明なQ1写像の例を構成した. 詳し










1. (M, gM )をコンパクトRiemann多様体, (N, gN )をRiemann多様体とし, dimM = m,
dimN = nとする.
2. (N, gN )は十分大きな次元 lのEuclid空間Rlの閉部分多様体とし, 包含写像 ι : N ⊂ Rl
より gN = ι∗g0とする. ここで g0は Rl上の標準計量としている.
3. 添え字について, 1 ≤ i, j, k ≤ m, 1 ≤ α, β, γ ≤ n, 1 ≤ A,B ≤ lとする.
4. 記号について,
∇ : (M, gM )の Levi-Civita接続, R : (M, gM )の曲率テンソル
N∇ : (N, gN )の Levi-Civita接続, NR : (N, gN )の曲率テンソル
∇0 : (Rl, g0)の Levi-Civita接続, R0 : (Rl, g0)の曲率テンソル
とする.
2.1.1 エネルギー
定義 2.1.1 (密度関数). C1級写像 φ : M → N に対し, 密度関数 e(φ) ∈ C0(M)を任意の


















と定義する. ここで, φ∗gN は計量 gN の φによる引き戻し, φ∗ : TxM → Tφ(x)N は微分写
像, trgM (φ
∗gN )はテンソル場 φ∗gN の gM によるトレース, {ui}mi=1は xにおける TxM の正
規直交基底とした.
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x ∈ M に対し {ui}mi=1を TxM の正規直交基底とする. ここで, xの座標近傍 U 上の C∞








となる. 右辺は U 上の C∞級関数になる.
次に, 密度関数の局所表示を求める. x ∈ M,φ(x) ∈ N に対し, (x1, · · ·xm)を xの座標近












































































































とかける. ここで (U ;x1, · · · , xm)を x ∈ M の座標近傍とし, z1, · · · , zlを Rlの標準座標と
すると
φ(x) = ι ◦ φ(x)
= (φ1(x), · · · , φl(x))
とかける. (2.3)において dφA (1 ≤ A ≤ l)は, M 上全体で定義された l個の関数 φAの微分
で定義されるM 上の 1次微分形式である. また, (2.3)において | · |はM 上のRiemann計量
gM から定まる T ∗M 上の内積によるノルムをあらわす. ここで (2.2)が成り立つことを示す.














































































































































より (2.2)を得る. この記法は, M 上全体で定義されているので便利なことが多い.












定義 2.1.4 (滑らかな変形). φ ∈ C∞(M,N)に対し, φの滑らかな変形 φtを, 写像
Φ : (−ε, ε)×M → N ; (t, x) 7→ φt(x)
が次を満たすことと定義する. Φ(0, x) = φ(x)Φ : (−ε, ε)×M → N ; C∞級写像
定義 2.1.5 (調和写像). φ ∈ C∞(M,N) が調和写像であるとは φ が E の C∞(M,N) で
の臨界点であると定義する. つまり, φの任意の C∞(M,N)における滑らかな変形 φt ∈













φt(x) (x ∈ M)
とすると, V : M → TN は C∞級写像であり
V (x) ∈ Tφ(x)N (x ∈ M)
を満たす. このような V を φに沿った変分ベクトル場という.
逆に V (x) ∈ Tφ(x)N を満たす C∞級写像 V : M → TN に対し
φt(x) := expφ(x)(tV (x)) (x ∈ M)





φt(x) = V (x) (x ∈ M)
7
が成り立つ.
変分ベクトル場の別の見方を考える. π : TN → N を射影とする. このとき,





とおくと, φ∗TN の切断全体の集合 Γ(φ∗TN)は








とする. ただし Ex = π−1(x), π : E → M としている. Exをファイバーという. E の C∞
級切断全体を
Γ(E) := {s : M → E ,C∞級写像 ; π ◦ s = idM}
とする. ここで f ∈ C∞(M)と s1, s2, s ∈ Γ(E)に対し
(f · s)(x) := f(x)s(x)
(s1 + s2)(x) := s1(x) + s2(x)
と定義することにより Γ(E)は C∞(M)加群となる. また, このとき X(M) ≃ Γ(TM)とみ
なせる.
定義 2.1.7. ∇がEの接続であるとは, X ∈ X(M)に対し
∇X : Γ(E) → Γ(E) ; s 7→ ∇Xs
であってX, Y ∈ X(M)と s, s1, s2 ∈ Γ(E)に対し
1. ∇X+Y s = ∇Xs+∇Y s
2. ∇fXs = f∇Xs
3. ∇X(s1 + s2) = ∇Xs1 +∇Xs2
4. ∇X(fs) = (Xf) · s+ f∇Xs
を満たすもののことである.
定義 2.1.8. X, Y ∈ X(M), s ∈ Γ(E)およびEの接続∇に対し
R∇(X,Y )s := ∇X(∇Y s)−∇Y (∇Xs)−∇[X,Y ]s
と定義しR∇をEの接続∇に関する曲率テンソル場という.
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このとき α, β, γ ∈ C∞(M)に対し
R∇(αX, βY )s = αβR∇(X,Y )s
R∇(X,Y )γs = γR∇(X,Y )s
が成り立つ.
定義 2.1.9. まず,
gx : Ex × Ex → R
とExに内積が与えられているとする. これを用いて s1, s2 ∈ Γ(E)に対し
g(s1, s2)(x) := gx((s1)x, (s2)x) (x ∈ M)
と定義されるM 上の関数 g(s1, s2)がC∞級になるときEがファイバー計量をもつという.
定義 2.1.10. ベクトル束 E 上の接続∇が E の内積 hと適合しているとは, X ∈ X(M)と
s1, s2 ∈ Γ(E)に対し
X · g(s1, s2) = g(∇Xs1, s2) + g(s1, ∇Xs2)
が成り立つときをいう.
定義 2.1.11. (M, gM )と (N, gN )をRiemann多様体, ∇を (M, gM )のLevi-Civita接続, N∇
を (N, gN )の Levi-Civita接続とする. このとき写像
∇̃X : Γ(φ∗TN) → Γ(φ∗TN)
をX ∈ X(M)と V ∈ Γ(φ∗TN)に対し






NP−1φ◦σtV (σ(t)) ∈ Γ(φ
∗TN)
と定義する. ここで t 7→ σ(t) ∈ M は σ(0) = x, σ′(0) = Xx ∈ TxM となる C1級曲線, σt
は tを固定したとき σt(s) := σ(s) (0 ≤ s ≤ t)で定義される σ(0) = xから σ(t)までの曲線,




命題 2.1.1. (2.5)はE = φ∗TN の接続になる. これを誘導束 φ∗TN 上の誘導接続という.

































∇̃fXV (x) = N∇φ∗(fX)V (x)
= N∇f(φ∗X)V (x)
= fN∇φ∗XV (x)
= f∇̃XV (x) .
3を示す.














































= Xxf · V (x) + f(x)(∇̃XV )(x) .
さらに, N 上のRiemann計量 gN によりEx = Tφ(x)N の内積が
(gN )φ(x) : Tφ(x)N × Tφ(x)N → R
により与えられるので, これより V1, V2 ∈ Γ(φ∗TN)に対しE = φ∗TN に内積 gが
g(V1, V2)(x) := (gN )φ(x)(V1(x), V2(x)) (x ∈ M)
と与えられる. この内積 gと誘導接続 ∇̃は適合していることも確認できる.
例 2.1.12. C∞級写像φ : M → Nに対しφ∗ : TxM → Tφ(x)Nとする. このときX ∈ X(M)
に対し
(φ∗X)(x) := φ∗Xx ∈ Tφ(x)N (x ∈ M)
と定義すると φ∗X ∈ Γ(φ∗TN)となる. また, 近傍 U ⊂ M 上の正規直交標構 {ei}mi=1に対
しても φ∗ei (1 ≤ i ≤ m)は U 上の φ∗TN の C∞級切断となる. また Y ∈ X(N)に対し
(φ∗Y )(x) := Yφ(x) ∈ Tφ(x)N (x ∈ M)




• φ : M → N ; C∞級写像.
• V ∈ Γ(φ∗TN)は φに沿った変分ベクトル場.
• φt ∈ C∞(M,N)は V に対する滑らかな変形. ただし−ε < t < εとしている.
• Φ : (−ε, ε)×M → N は C∞級写像で
 Φ(0, x) = φ(x)Φ(t, x) = φt(x) − ε < t < ε, x ∈ M を
満たす.






, X(t,x) ((t, x) ∈ (−ε, ε)×M)
とあらわす.
• M 上の局所正規直交標構 {ei}mi=1を (−ε, ε)×M 上に拡張して, (ẽi)(t,x)とかく.

























となる. ここで, x ∈ M に対し
d
dt
gN (φt∗ei, φt∗ei) =
d
dt
















補題 2.1.1. φ : M → N をC∞級写像とする. このときX,Y ∈ X(M)に対し次が成り立つ.
∇̃X(φ∗Y )− ∇̃Y (φ∗X)− φ∗([X,Y ]) = 0
第一変分公式の計算をする. 補題 2.1.1を, C∞ 級写像 Φ : (−ε, ε) × M → N とX,Y ∈
X((−ε, ε)×M)に対し適用すると
∇̃X(Φ∗Y )− ∇̃Y (Φ∗X)− Φ∗([X,Y ]) = 0
11









































と計算できる. ここでXt ∈ X(M)として









































































Φ∗ (ẽi)(0,x) = φ∗ (ei)x





















(∇̃eiφ∗ei − φ∗∇eiei)(x) (x ∈ M)
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とする. これは第二基本形式のトレースとなっているため xの近傍上の正規直交標構 {ei}mi=1
の取り方によらず, τ(φ) ∈ Γ(φ∗TN)となる. これを φのテンション場という. 以上より次
を得た.
定理 2.1.2 (第一変分公式). φ ∈ C∞(M,N)に対し φtを φの滑らかな変形とする. ただし

















φ ∈ C∞(M,N)が調和写像である. ⇐⇒ τ(φ) ≡ 0
が成り立つ. このとき, τ(φ) = 0を Euler–Lagrangeの方程式という.
2.1.5 調和写像の例
例 2.1.13 (定値写像). (M, gM )と (N, gN )をコンパクト Riemann多様体とし, q ∈ N をと
る. このとき
定値写像 φ : M → N ; x 7→ q
は調和写像である. なぜなら, 任意の x ∈ M に対し, U を xの近傍, {ei}mi=1をU 上の正規直
交標構とすると
φが U 上で定値写像 ⇐⇒ dφ(ei) = 0 (i = 1, 2, · · · ,m)
となるので
φがM 上で定値写像 ⇐⇒ E(φ) = 0
とわかる. よって, φは任意の滑らかな変形 {φt}−ε<t<εに対し









例 2.1.14 (調和関数). N = R, n = dimN = 1とする. テンション場の局所表示を用いる
と, N の Christoffel記号は NΓγα,β = 0となるので, φ ∈ C
∞(M,N)に対し
φ : U → Rが調和写像 ⇐⇒ φ : U 上の調和関数 ∆φ = 0
となる. M はコンパクトとしているので, M 上の調和関数は定数関数となる.
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例 2.1.15 (測地線). (N, gN )をコンパクトRiemann多様体としM = R/Z = S1とする. こ
のときC∞(S1, N)は周期 1のN 内のC∞級曲線全体である. e1 = ∂∂x とすると, ∇e1e1 = 0
なので φ′ = φ∗e1 = dφ(e1)より
φが調和写像 ⇐⇒ τ(φ) ≡ 0
⇐⇒ ∇̃e1φ∗e1 = 0
⇐⇒ N∇φ′φ′ = 0
を得る. これは測地線の方程式である.
例 2.1.16 (極小等長挿入). C∞級写像 φ : (M, gM ) → (N, gN )に対し
φが等長挿入 def⇐⇒
 ∀x ∈ M, φ∗ : TxM → Tφ(x)N ,単射φ∗gN = gM
と定義する. このとき, X ∈ X(M), x ∈ M に対し
X ≃ φ∗X, x ≃ φ(x) ∈ N
と同一視する. x ∈ M に対し, gM に関して
TxM = TxM ⊕ (TxM)⊥
と直交直和に分解する. これより, X,Y ∈ X(M)に対し N∇XY を
N∇XY = ∇XY + h(X,Y )





h(ei, ei) = 0






(N∇eiei −∇eiei) = τ(φ)








定義 2.2.1. Mを多様体, GをLie群とする. このときC∞級写像G×M → M ; (g, x) 7→ g ·x
が存在し, 任意の g1, g2 ∈ Gと x ∈ M と単位元 e ∈ Gに対して
(g1, g2) · x = g1 · (g2 · x), e · x = x
が成り立つときGをM の Lie変換群という.
さらに, 任意の x, y ∈ M に対してある g ∈ Gが存在して
g · x = y
となるときGはM に推移的に作用しているという.
ここで, Lie群Gが多様体M の Lie変換群のとき各 g ∈ Gに対して
g : M → M ; x 7→ g · x
はM の微分同型写像になる. 逆写像は g−1が誘導する写像である.
定理 2.2.1. Gを Lie群としKをGの閉 Lie部分群とする. 射影 π : G → G/K ; g 7→ gK
によりG/K に商位相を入れる. つまり
{O ⊂ G/K | π−1(O)はGの開集合 }
をG/K の開集合系として定める. このとき
G×G/K → G/K ; (g, xK) 7→ gxK
によりGがG/K の Lie変換群になるようなG/K の多様体構造が存在する.
定義 2.2.2. Gを Lie群としK をGの閉 Lie部分群とする. 定理 2.2.1で存在を示した多様
体構造を持つG/K をGの等質空間という.
GはG/K に推移的に作用する Lie変換群になっている.
定理 2.2.2. Gを多様体M に推移的に作用している Lie変換群とし, Gの連結成分の個数は
高々可算であるとする. x ∈ M をとり
Gx = {g ∈ G | g · x = x}
とおくと, GxはGの閉 Lie部分群になる. さらに, 写像
f : G/Gx → M ; gGx 7→ g · x
は等質空間G/GxとM の間の微分同型写像になる.
命題 2.2.1. Gを Lie群, KをGの閉 Lie部分群とする. π : G → G/Kを自然な射影とした
とき, 等質空間G/Kから多様体M への写像 f が C∞級になるための必要十分条件は f ◦ π
が C∞級になることである.
命題 2.2.2. Gを多様体M の Lie変換群とする. x ∈ M をとり
Gx = {g ∈ G | g · x = x}
とおくとGxはGの閉 Lie部分群になる. さらに
G(x) = {g · x | g ∈ G}
は等質空間G/Gxと微分同型になるM の部分多様体である.








定義 2.2.3. X を局所コンパクト Hausdorff空間とする. X 上の Borel正則測度 µが,任意
のコンパクト集合K ⊂ X に対し
µ(K) < ∞
を満たすとき µをRadon測度という.
定理 2.2.3. Gをコンパクト Hausdorff位相群とする. このとき次の条件を満たす G上の
Radon測度 µGが一意的に存在する.
1. µG(G) = 1


















定義 2.2.4. 定理 2.2.3で定まるコンパクト Hausdorff位相群 G上の測度を, GのHaar測
度とよぶ.
定義 2.2.5. Riemann計量を持つ Lie群の任意の左移動が等長的になっているとき, この
Riemann計量は左不変であるという. 任意の右移動も等長的になる左不変Riemann計量を
両側不変Riemann計量という.
命題 2.2.3. Lie群Gの左不変Riemann計量の全体と, その Lie環 gの内積の全体は一対一
対応である. さらにGの両側不変 Riemann計量の全体と, gの Ad(G)不変な内積の全体は
一対一対応である.
命題 2.2.4. GをコンパクトHausdorff位相群とし, µGをGのHaar測度とする. このとき
Gの表現 (ρ, V )に対し, ρをGからHom(V, V )への写像とみなして
P =
∫
ρ dµG ∈ Hom(V, V )
とおくと
P 2 = P
が成り立つ. また
VG = {v ∈ V | ρ(g)(v) = v (g ∈ G)}
とおくと Im(P ) = VGとなる.
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命題 2.2.5. (ρ, V )をコンパクト Hausdorff位相群Gの表現とすると, ρが直交表現になる
ような V の内積が存在する.
系 2.2.4. コンパクト Lie群には両側不変Riemann計量が存在する.
定義 2.2.6. G/KをRiemann計量を持つ等質空間とする. このとき, 定理 2.2.1で定まるG
のG/K への作用が等長的になっているとき, このRiemann計量をG不変という.
命題 2.2.6. Gを Lie群としK をGの閉 Lie部分群とする. GとK の Lie環をそれぞれ g
と kであらわす. このとき等質空間G/KのG不変Riemann計量の全体と, 商ベクトル空間
g/kのAdG(K)不変な内積の全体は一対一に対応する.
系 2.2.5. Gを Lie群としK をGのコンパクト Lie部分群とする. GとK の Lie環をそれ
ぞれ gと kであらわす. このとき gの直和分解
g = k+m
が存在し
AdG(K)k ⊂ k, AdG(K)m ⊂ m
を満たす. 等質空間G/K のG不変 Riemann計量の全体と, mの AdG(K)不変な内積の全










以下, Gを Lie群, KをGのコンパクト閉部分群とし, G/KをGでの左剰余類 ξKの等質
空間とする.
1. このときGをG/K の変換群 ;
i.e. g ∈ Gとすると, ξK ∈ G/K 7→ gξK ∈ G/K
とみることができる.
2. π : G → G/Kを自然な射影とおく. このとき e ∈ G(単位元)に対し π(e)をG/Kの原
点といい, 以後 oと書くことにする.
3. Lie群GとK の Lie環 gと kに対し, gの直和分解
g = k+m
が存在し
AdG(K)k ⊂ k, AdG(K)m ⊂ m
を満たすときG/K はRiemann等質空間になる.
3.2 等質空間のコンパクト部分多様体に対する積分不変量
定義 3.2.1. Voを To(G/K)の p次元部分空間とする. このときG/Kの部分多様体M が Vo
型であるとは任意の x ∈ M に対し ξ∗Vo = TxM となる ξ ∈ Gが存在することをいう.
N を Riemann多様体, M をN の部分多様体とする. このときM の第二基本形式 hM は
以下で定義される. N∇をN 上の Levi-Civita接続, ∇M をM 上の Levi-Civita接続とする.
このときM 上のなめらかなベクトル場X と Y に対し
N∇XY = ∇MX Y + hM (X,Y )
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となる. ただし∇MX Y は TM に関する接成分, hM (X,Y )は TM に関する法成分である. こ
こで, 任意の x ∈ M に対し hMx は TxM ×TxM → TxM⊥となる対称双線形形式となる. hM
をM の第二基本形式という.
Voを To(G/K)の線形部分空間とし
II(Vo) := {h |対称双線形形式 h : Vo × Vo → V ⊥o }
と定義するとこれはベクトル空間である. さらに II(Vo)は oを通り oでの接空間が Voにな
るG/Kの部分多様体の第二基本形式全体とみることができる. また, Kの部分群K(Vo)を
Voを固定する群とする. つまり
K(Vo) := {a ∈ K | a∗Vo = Vo} .
このとき a ∈ K(Vo)と h ∈ II(Vo)に対し




∗ v) (u, v ∈ Vo)
と定義することによりK(Vo)は II(Vo)に自然に作用する. II(Vo)はベクトル空間になってい
るので II(Vo)上の多項式を考えることができる.
定義 3.2.2. P を II(Vo)上の多項式とする. このとき任意の a ∈ K(Vo), h ∈ II(Vo)に対し
P(ah) = P(h)
となるとき P はK(Vo)不変であるという.
Voを To(G/K)の p次元部分空間, M をG/Kの Vo型部分多様体とする. このとき任意の
x ∈ M に対し ξ∗Vo = TxM となる ξ ∈ Gが存在する. よって, ξ−1M は oを通り oでの接空
間が Voに一致するG/Kの部分多様体になる. 従って h
ξ−1M
o ∈ II(Vo)とわかる. これより次
の定義ができる.
定義 3.2.3. 上述の状況で, 任意の x ∈ M に対し P(hMx )を




これは ξ ∈ Gの取り方によらず well-definedである. 実際, ξ1 ∈ Gを ξ1∗Vo = TxM とな
る ξとは異なる元とする. このとき
ξ−1∗ ξ1∗Vo = Vo
より k ∈ K(Vo)が存在して ξ−1ξ1 = kとなることがわかる. これより ξ−11 = k−1ξ−1となり





















が成り立つとわかる. よって P をK(Vo)不変な II(Vo)上の多項式とすると
P(hξ−1Mo ) = P(kh
ξ−11 M











となり ξ′M も Vo型の部分多様体であることがわかる. これより
P(hξ
′M
ξ′x ) = P(h
(ξ′ξ)−1ξ′M
o ) = P(hξ
−1M
o ) = P(hMx )
が成り立つ. 従って, 任意の ξ′ ∈ Gに対し
P(hξ
′M




以上を踏まえると P に関するM の積分不変量 IP(M)が以下のように定義できる.
定義 3.2.4. Vo を To(G/K)の部分空間とし, P をK(Vo)不変な II(Vo)上の多項式とする.
















となる. よって IP はGの作用に関し不変である.
3.3 定曲率空間内の積分不変量
G/K を実空間形で dim G/K = nとし, GをG/K の等長変換全体の成す群とする. この
ときK は直交群O(To(G/K))である. Voを To(G/K)の p次元部分空間とすると
K(Vo) = O(Vo)×O(V ⊥o )
となる. To(G/K)の p次元部分空間全体にKは推移的に作用するので, G/Kの任意の p次
元部分多様体は Vo型である. このとき, II(Vo)上の奇数次のK(Vo)不変同次多項式は存在
しない. II(Vo)上の偶数次 (2l次)の不変同次多項式としては次で定義されるW2lがある.
定義 3.3.1. 実空間形G/K 内の p次元部分ベクトル空間 Voをとる. h ∈ II(Vo)の成分表示


























· · · hkli2l,i2l

により定義する.
W2lはO(Vo)×O(V ⊥o )不変になる. この 2l次不変同次多項式W2lによる積分不変量を用
いてWeylの管状近傍の体積に関する公式を述べることができる.
定理 3.3.1. ([11]). M を Rn内のコンパクト部分多様体とする. r > 0に対して
τrM = {x ∈ Rn | d(x, M) ≤ r}





γ(n, p, l)IW2l(M) rn−p+2l
が成り立つ.
さらに, コンパクトで向きのついた Riemann多様体M の次元が偶数 2lのとき IW2l(M)
はM の Euler数 χ(M)に比例する. つまり, lに依存する普遍定数 C(l)が存在し 2l次の向
き付けられたコンパクトRiemann多様体M に対して


















により張られる. さらに, 2 ≤ p ≤ n− 1のときこれら二つの多項式は一次独立になる. また,
Q1は第二基本形式のノルムの 2乗でありQ2は平均曲率の 2乗の p倍とみることができる.
しかしここで
W2 = Q2 −Q1
Up = pQ1 −Q2
として
span{Q1(h), Q2(h)} = span{W2(h), Up(h)}
と基底を取り替えたほうが都合がいい. W2をChern–Federer多項式, UpをWillmore–Chen
多項式という. 実際, W2と Upを用いると 2次の積分不変量に関する kinematic formulaは
次のようにあらわすことができる.
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命題 3.3.1. ([5]). 2 ≤ p+ q − nと仮定する. このとき定数 a(p, q, n)と b(p, q, n)が存在し
て, 実空間形 G/K の任意の部分多様体Mp と N q について次の kinematic formulaが成り
立つ. ∫
G
IW2(M ∩ gN)dµg = a(p, q, n)IW2(M)vol(N) + a(p, q, n)vol(M)IW2(N)∫
G
IUp+q−n(M ∩ gN)dµg = b(p, q, n)IUp(M)vol(N) + b(p, q, n)vol(M)IUq(N)
定数 a(p, q, n)および b(p, q, n)の値は [5]において決定した.






















II(Rm,Rn) := {H : Rm × Rm → Rn 対称双線形形式 }
とおくとこれは 12m(m+ 1)n次元のベクトル空間である. 一方,
G := O(m)×O(n)
とおく. ここでGの II(Rm,Rn)への作用を, 任意の g ∈ GとH ∈ II(Rm, Rn)に対し
(gH)(u, v) := b (H(a−1u, a−1v)) ∀u, v ∈ Rm
で定義する. ここで g = (a, b)で a ∈ O(m), b ∈ O(n)としている. この作用は左作用である.
ここで II(Rm, Rn)上の多項式 P に対し, P が G不変であるということを g ∈ G, H ∈
II(Rm,Rn)に対し
P(gH) = P(H)
が成り立つことと定義する. 以上の設定の下 II(Rm,Rn)上のG不変な多項式 P を考える.
4.2 Riemann多様体間の写像の第二基本形式
(M, gM )と (N, gN )を Riemann多様体, φ : (M, gM ) → (N, gN )を C∞級写像とする. こ
のとき任意の x ∈ M に対し φの微分写像は
(dφ)x : TxM → Tφ(x)N 線形写像
である. これより
(dφ)x ∈ T ∗xM ⊗ Tφ(x)N
とかける. これはつまり
dφ ∈ Γ(T ∗M ⊗ φ∗TN)
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である. このとき写像 φの第二基本形式 hは
h := ∇dφ ∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M ⊗ φ∗TN)
で定義される. これより x ∈ M とすると
hx : TxM × TxM → Tφ(x)N 線形写像
とかけ,これは対称双線形な写像である. 対称性について実際, {xi}をMの局所座標系, {yα}
をN の局所座標系とし
φα := yα ◦ φ




















































































































































が成り立つことがわかる. よって第二基本形式 h = ∇dφについてX,Y ∈ Γ(TM)に対し
h(X, Y ) = h(Y, X)
が成り立つ. 第二基本形式は対称性を持つことが示された. 以上より
hx ∈ T ∗xM ⊙ T ∗xM ⊗ Tφ(x)N
とかける.
4.3 写像の第二基本形式に関する積分不変量の定義
任意の x ∈ M に対し {vi}mi=1を TxM の正規直交基底, {wα}nj=1を Tφ(x)N の正規直交基底
とする. ここでTxM ≃ RmとTφ(x)N ≃ Rnと同一視できる. このときT ∗xM⊙T ∗xM⊗Tφ(x)N
と II(Rm,Rn)の間に線形同型対応が作れる. つまり








hαij := gN (hx(vi, vj), wα)
としている. これは基底をとった時の hxの成分表示である.
以上より, II(Rm,Rn)上のG不変な多項式 P に対し
P(hx) := P(Hx)
と定義する. この定義は正規直交基底 {vi}と {wα}の取り方によらず well-definedである.
実際, 基底の変換は直交群の作用で書けるので多項式PがG不変であることよりわかる. ま
た, P(hx)はM 上の関数で xに関し C∞級になる.
定義 4.3.1. (M, gM ), (N, gN )をRiemann多様体, φ : (M, gM ) → (N, gN )をC∞級写像と






















































(M, gM )をm次元 Riemann多様体, (N, gN )を n次元 Riemann多様体, φ : M → N を
C∞級写像とする. ここで x ∈ M, φ(x) ∈ N に対し
x = (x1, · · · , xm), y = (y1, · · · , yn)
をそれぞれ局所座標とすると
(y1, · · · , yn) =
(
φ1(x1, · · · , xm), · · · , φn(x1, · · ·xm)
)
とかける. ここで以下の準備をしておく.
• φの第一基本形式を φ∗gN であらわす.
• h(φ)で φの第二基本形式をあらわすことにする. h(φ)は dφの共変微分 ∇̃dφであり,
このときX, Y ∈ Γ(TM)に対し
h(φ)(X, Y ) = (∇̃dφ)(X, Y )
= (∇̃Xdφ)(Y )
= ∇Xdφ(Y )− dφ(∇XY )
= ∇′dφ(X)dφ(Y )− dφ(∇XY )
が成り立つ. ここでそれぞれ
∇ : TM 上の Levi-Civita接続
∇′ : TN 上の Levi-Civita接続
∇ : φ∗TN 上に誘導される接続
∇̃ : T ∗M ⊗ φ∗TN 上に誘導される接続
としている.
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定義 5.1.1. T ∗M ⊗ φ∗TN 上の曲率テンソル R̃( , )を
R̃(X, Y ) := ∇̃X∇̃Y − ∇̃Y ∇̃X − ∇̃[X,Y ] (X, Y ∈ Γ(TM))
と定義する.
この定義と T ∗M ⊗ φ∗TN 上の接続の定義から次の命題が成り立つことがわかる.
命題 5.1.1. 任意の Z ∈ Γ(TM)に対し
(R̃(X, Y )dφ)(Z) = Rφ
∗TN (X, Y )dφ(Z)− dφ(RM (X, Y )Z)
= RN (dφ(X), dφ(Y ))dφ(Z)− dφ(RM (X, Y )Z)
が成り立つ. ここでRM , RN , Rφ
∗TN はそれぞれ TM, TN, φ∗TN 上のRiemann曲率テン
ソルとしている.
5.2 二重調和写像の第一変分公式の導出
M をコンパクト Riemann多様体, N を Riemann多様体, φ : M → N を C∞ 級写像と
する.















を満たすとする. 変分 {φt}により C∞級写像
Φ : M × I ∋ (x, t) 7→ Φ(x, t) := φt(x) ∈ N
が定義できる.
• x ∈ M, y := φt(x) ∈ N のまわりの局所座標 (x1, · · · , xm), (y1, · · · , yn)をとると
(y1, · · · , yn) =
(









• I上にEuclid計量をとれば,M×I上の直積Riemann計量によりT (M×I), Φ∗TN, T ∗(M×
I)⊗ Φ∗TN 上にそれぞれRiemann接続∇, ∇, ∇̃が誘導される.






は座標近傍 U × I 上の正規




























































































































ここでX と Y は T (M × I)上のベクトル場でM に接するものとする. これより, T ∗(M ×






































































































































































































































































































































































































ここで最後の等号では, ⟨ei, ek⟩ = 0から得られる
0 = ek⟨ei, ek⟩M×I




























































































































































































































































定理 5.2.3 (Jiang). φ : (M, gM ) → (N, gN )を C∞級写像, {φt}を φの C∞級 1径数変分,



































































と変形しておく. さらに, t = 0とし曲率テンソルの対称性と φ∗TN 上の疎ラプラシアンの
定義式 ;












































(M, gM ) をコンパクト Riemann 多様体, (N, gN ) を Riemann 多様体, φ : (M, gM ) →












= V ( V ∈ Γ(φ∗TN) )
とする. 変分 {φt} により C∞級写像
Φ : M × I ∋ (x, t) 7→ Φ(x, t) := φt(x) ∈ N
をつくる. さらに I 上に Euclid計量をとればM × I 上の直積Riemann計量により
∇ : T (M × I)上の Levi-Civita接続
∇ : Φ∗TN 上に誘導される接続
∇̃ : T ∗(M × I)⊗ Φ∗TN 上に誘導される接続
が得られる. ここで各点 x ∈ M に対して, xの近傍 U 上で定義された枠場 {ei}mi=1であって
xにおいて次の条件 (∗)を満たすものをとる.
(∗)
 (e1)x, · · · , (em)x は TxM の正規直交基底となる.(∇eiej)x = 0 ( 1 ≤ ∀i, j ≤ m)





とすると {ei}m+1i=1 は近傍 U × I 上の枠場となり, x ∈ M を固定し任意の t ∈ I とした
(x, t) ∈ U × I において正規直交基底となる. これより次が成り立つ.
∇em+1em+1 = 0, ∇em+1ei = ∇eiem+1 = 0 (1 ≤ ∀i ≤ m)
また, x ∈ M を固定したとき任意の t ∈ I に対し
(∇eiej)(x,t) = 0 (1 ≤





































































































































































































(ej) = ∇em+1(dΦ(ej))− dΦ(∇em+1ej)
= ∇em+1(dΦ(ej))



































































































































































































































































































































































































































定理 6.2.1. (M, gM )をコンパクトRiemann多様体, (N, gN )をRiemann多様体, φ : M → N
をC∞級写像とする. また {φt}をC∞級変分とし, V を変分ベクトル場とする. ここで各点






























注意 6.2.1. JiangによるQ2(φ)の第一変分公式と主定理 6.2.1より, 枠場に対し条件が付く
が, Q1とQ2の一次結合であらわされるすべての 2次の不変多項式から定まる積分不変量の
第一変分公式が得られたことになる.















像とよぶことにする. Wxの式の形より, 第二基本形式が 0となる全測地的写像はQ1写像に
含まれることがわかる. ここで, 次のような全測地的写像でないQ1写像の例が見つかった.
例 6.2.2. a2 + b2 = 1となるような a, b ∈ R≥0に対し, M を Cliffordトーラス ;
M = S1(a)× S1(b)
=
{
x = (a cosu, a sinu, b cos v, b sin v) ∈ R4 | u, v ∈ R
}
とする. このとき包含写像 φ : M → S3(1)がQ1写像になるのは






証明 . まず, x ∈ M の geodesic frame {e1, e2}は











≃ (0, 0, − sin v, cos v)
とかける. この geodesic frame の下でWxを求める.







= ∇R4dφ(e1)(dφ(e2)) + ⟨dφ(e1), dφ(e2)⟩x





となる. これよりWxの第一項も第二項も共に i = j = 1と i = j = 2の場合を考えればよ
いとわかる.






































































































































sinu, b cos v, b sin v
)
(6.1)

































































sinu, −b cos v, −b sin v
)
(6.3)













































































ここで aと bはともに 0より大きい実数で a2 + b2 = 1を満たすものであることを思い出
すと, Wx = 0を満たす aと bは







1. 定理 6.2.2の結果を条件 (∗)のついた枠場ではなく一般の枠場で求める.
2. 写像の第二基本形式から定まるQ1とQ2が, 2次の不変斉次多項式全体の空間を張る
ことを示す.




ことができる. 3.3節で見た通り, 部分多様体の第二基本形式から定まるW2と Upに関し, 幾
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